
0.1 Vector bundleとManifold

M は dim M = mの smooth manifoldで登場する関数、写像はすべて smooth mapとする。

Definition 0.1.1

a ∈ M に対し、a の開近傍を定義域とした smooth-function 全体を C(a) と書くことにする。
f ∈ C(a)に対し、U(f)をその定義域とする。f, g ∈ C(a) , r ∈ Rに対し、

1. 　 f + g(x) = f(x) + g(x)

2. 　 fg(x) = f(x)g(x)

3. 　 rf(x) = r(f(x))

で定義することにより、和、積、スカラー倍が定義できる。ただし、U(f+g) = U(fg) = U(f)∩U(g)
であり、U(rf) = U(f)である。このとき、

θ : C(a) −→ R

で、次の条件を満たす写像を考える。

1. 　 θ(f + g) = θ(f) + θ(g)

2. 　 θ(rf) = r(θ(f))

3. 　 θ(fg) = θ(f)g(a) + f(a)θ(g)

この写像全体の集合をD(C(a))とおく。このとき、

(θ + η)(f) = θ(f) + η(f) , (rθ)(f) = r(θ(f))

で定義することにより、D(C(a))はR上のベクトル空間である。

Example 0.1.2

a ∈ Rに対し、
d

dt |t=a

: C(a) −→ Rで定義すれば、
d

dt |t=a

∈ D(C(a)) である。

Lemma 0.1.3

cp ∈ C(a)を p ∈ Rへの constant mapとする。このとき、任意の θ ∈ D(C(a))に対し、θ(cp) = 0
である。

proof)　　 U(f) = U(cp)となる任意の f ∈ C(a)に対し、cpf = pf である。積の微分から、

θ(cpf) = θ(cp)f(a) + cp(a)θ(f) = θ(cp)f(a) + pθ(f)

であるが、一方スカラー倍の微分から、

θ(pf) = pθ(f)

であるから、結局、θ(cp)f(a) = 0である。f ∈ C(a)は任意だったので、f(a) 6= 0となる f を選

べば、θ(cp) = 0である。
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□

Lemma 0.1.4

f ∈ C(a)で、V は U(f)に含まれる aの開近傍とする。そのとき、任意の θ ∈ D(C(a))に対し、
θ(f) = θ(f|V )である。

proof)　　 f − f|V ∈ C(a)を考えたとき、U(f − f|V ) = V であり、これは、V 上の 0への定値
関数である。よって、Lemma 0.1.3より、θ(f − f|V ) = 0。つまり、θ(f) = θ(f|V )

□

Corollary 0.1.5

f, g ∈ C(a)で、aのある開近傍 V において、f|V = g|V ならば、θ(f) = θ(g)
□

Definition 0.1.6

C(a)はベクトル空間ではない。M 上の 0-map 0 : M −→ Rが零元であるが、f − f は U(f)
上では恒等的に 0だが、U(f) 6= M の場合も考えられる。そこで、f ∼ g ∈ C(a)を ∃V : aの開

近傍　 s.t　 f|V = g|V と定義すれば、これは同値関係と成り、germC(a) = C(a)/ ∼とおくと、
これは C(a) の和とスカラー倍からの誘導で R上のベクトル空間となる。Lemma 0.1.4により、
θ ∈ D(C(a))は、

θ : germC(a) −→ R

と考えるのが妥当である。

Definition 0.1.7

a ∈ M とする。γ : (−ε, ε) −→ M で、γ(0) = aとなる smooth-curveを aを通る曲線と呼ぶ。こ

のとき、f ∈ C(a)に対し、fγ : (−ε, ε) −→ Rと考えられる。（γ の像と、U(f)にギャップがあっ
ても、εをいくらでも小さく取って、U(f)の中に収めてしまえばよい）。このとき、

Xγf =
d(fγ)

dt |t=0

とおく。

Lemma 0.1.8

Xγ ∈ D(C(a))である。

(f + g)γ = fγ + gγ と、(fg)γ = (fγ)(gγ)であるので、通常の関数の和と積の微分法から、

Xγ(f + g) = Xγ(f) + Xγ(g)

Xγ(fg) = Xγ(f)gγ(0) + fγ(0)Xγ(g) = Xγ(f)g(a) + f(a)Xγ(g)

であり、特に上の式で、f = cr とおくと、Xγ(cr) = 0であったから、

Xγ(rg) = Xγ(crg) = Xγ(cr)g(a) + cr(a)Xγ(g) = rXγ(g)

となる。
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□

Definition 0.1.9

TaM = {Xγ ∈ D(C(a)) | γ : aを通るM の smooth curve}とおき、これを aの接空間（tangent
space）と呼ぶ。

Theorem 0.1.10

TaM は D(C(a))のm次元部分ベクトル空間で、aの周りの任意の座標近傍 (x1, · · · , xm)に対

し、
∂

∂x1
, · · · ,

∂

∂xm
が基底となる。

proof)　　 T を
∂

∂x1
, · · · ,

∂

∂xm
で張られるD(C(a))の部分ベクトル空間とする。

∂

∂x1
, · · · ,

∂

∂xm

が一次独立であることを示す。これは、X =
∑

15j5m αj
∂

∂xj
= 0とすると、i次 projectionの xi

に対し、Xxi =
∑

15j5m αj
∂xi

∂xj
= αi = 0だからである。また、Xγ ∈ Ta(M)に対し、

Xγ =
∑

15j5m

dγj

dt
(0)

∂

∂xj

であるため、Xγ ∈ T。すなわち、TaM ⊂ T。

次に逆の包含関係を示す。
∑

15j5m αj
∂

∂xj
∈ T に対し、γj(t) = αjtで定義し、γ = (γ1, · · · , γm)

とおけば、Xγ =
∑

15j5m αj
∂

∂xj
であるので、題意が示せた。

□

Definition 0.1.11

集合 TM =
∐

x∈M TxM とおき、π : TM −→ M を v ∈ TxM に対し、π(v) = x で定義す

る。また、U : open in M に対し、ϕ : π−1(U) −→ U ×Rm を、v =
∑

αj
∂

∂xj
∈ TxU に対し、

ϕ(v) = (x, α1, · · · , αm)で定義すれば、これは全単射である。このとき、TM の位相として、

1. 　 π : TM −→ M が連続

2. 　 ϕ : π−1(U) = TU −→ U ×Rm が同相

となるものが一意に存在するので、それを入れる。

π : TM −→ M

は vector bundleとなる。さらには、TM の多様体構造で、ϕ : π−1(U) −→ U ×Rm が smoothに
なるようなものが一意的に存在する。このとき、π : TM −→ M も smoothとなる。

Definition 0.1.12

f : M −→ N : smooth mapに関して、dfx : TxM −→ Tf(x)N が、Xγ 7→ Xf◦γ により定義さ

れ、これは線形写像である。ここから、vector bundle間の fiber preserving map df : TM −→ TN

が誘導される。
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Definition 0.1.13 (Dual bundle)

p : E −→ X を vector bundleとしたとき、E∗
x = Hom(Ex,R)の線形写像の線形空間を考え、

p∗ :
∐

x∈X

E∗
x −→ X

を、p∗(Ex) = xで局所自明化は、ϕ : EU −→ U ×Rm を p : E −→ X の局所自明化としたとき、

ϕ∗ : U × (Rm)∗ −→ E∗(U) =
∐

x∈U E∗
x が誘導されるが、(Rm)∗ ∼= Rmなので、(ϕ∗)−1が局所自

明化であり、そういうように E∗ に位相を入れる。E∗ を E の双対バンドルと呼ぶ。

Definition 0.1.14 (Hom bundle)

X上の２つの vector bundle、E −→ XとE′ −→ Xに対し、Hom(E,E′) =
∐

x∈X Hom(Ex, E′
x)

で定義し、π : Hom(E, E′) −→ X を π(Hom(Ex, Ex′)) = xで定義すると、これは vector bundle
となる、これを Hom bundleと呼ぶ。

Definition 0.1.15

E −→ X を X 上の vector bundleとし、Γ(E)をその sectionの集合とする。このとき、(s +
s′)(x) = s(x) + s′(x)と (rs)(x) = r(sx)の和とスカラー倍で Γ(X)はR上のベクトル空間になる。

Remmark 0.1.16

E −→ XとE′ −→ XをX上の vector bundleとしたとき、Hom bundle Hom(E,E′)の section
を考えたとき、s : X −→ Hom(E, E′) =

∐
x∈X Hom(Ex, E′

x)は、s(x) : Ex −→ E′
x を与えるの

で、s : E −→ E′ は bundle間の準同型である。

Theorem 0.1.17 (リースの表現定理)

H を Hirbelt空間としたとき、任意の α ∈ H∗ = Hom(H,R)に対し、x ∈ H で、任意の y ∈ H

に対し、α(y) =< x, y >となる xが一意に存在する。

Corollary 0.1.18

p : E −→ X を Riemman計量の与えられた vector bundleとしたとき、bundleとしての同型、
E ∼= E∗ である。

proof)　　 θ : E −→ E∗を、E(u)(v) =< u, v >で定義する。ただし、u, v ∈ Ep(u)。このとき、

各 fiber（Rm と同型なので Hirbelt空間）間ではリースの表現定理から、同型である。
□

Definition 0.1.19

TM −→ M の sectionを vector fieldと呼ぶ。

Definition 0.1.20
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f : M −→ R を Riemman manifold 上の smooth map としたとき、bundle 間の線形写像、
df : TM −→ TRを考え、baseをそろえるため pull backを取り、Remmark 0.1.16と Cor 0.1.18
により、

df ∈ {TM −→ TR} ∼= {TM −→ M×R} = Γ(Hom(TM, M×R)) = Γ

( ∐

x∈M

Hom(TxM,R)

)
= Γ(T ∗M) ∼= Γ(TM)

となり、この対応での像を、df 7→ gradf とおく。つまり、x ∈ M とX ∈ TxM に対し、

dfx(X) =< gradfx, X >

となる gradfx ∈ TxM が一意に存在する。
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